Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Définition

Soit V' un ensemble au plus dénombrable de variables logiques noté

V ={p,q,r,...}. On définit inductivement 'ensemble P des formules logiques
sur V par :
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1. Syntaxe des formules logiques

Définition

Soit V' un ensemble au plus dénombrable de variables logiques noté
V ={p,q,r,...}. On définit inductivement 'ensemble P des formules logiques
sur V par :
@ L’ensemble d'axiomes Py = {T,L} UV
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o Les régles d'inférence :
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Définition

Soit V' un ensemble au plus dénombrable de variables logiques noté
V ={p,q,r,...}. On définit inductivement 'ensemble P des formules logiques
sur V par :
@ L’ensemble d'axiomes Py = {T,L} UV
T se lit « top» et L se lit « bottom »
o Les régles d'inférence :
e négation — : p+—> —p
e conjonction A : p,q+— (p A q)
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Définition

Soit V' un ensemble au plus dénombrable de variables logiques noté
V ={p,q,r,...}. On définit inductivement 'ensemble P des formules logiques
sur V par :
@ L’ensemble d'axiomes Py = {T,L} UV
T se lit « top» et L se lit « bottom »
o Les régles d'inférence :
e négation — : p+—> —p
e conjonction A : p,q+— (p A q)
e disjonction V : p,q — (pV q)
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Définition

Soit V' un ensemble au plus dénombrable de variables logiques noté
V ={p,q,r,...}. On définit inductivement 'ensemble P des formules logiques
sur V par :

@ L’ensemble d'axiomes Py = {T,L} UV

T se lit « top» et L se lit « bottom »

o Les régles d'inférence :
négation — : p — —p
conjonction A : p,q+— (p A q)
disjonction \V : p,q — (pV q)
implication —: p,q +— (p — q)
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Définition

Soit V' un ensemble au plus dénombrable de variables logiques noté

V ={p,q,r,...}. On définit inductivement 'ensemble P des formules logiques
sur V par :

@ L’ensemble d'axiomes Py = {T,L} UV
T se lit « top» et L se lit « bottom »

o Les régles d'inférence :

négation — : p — —p

conjonction A : p,q+— (p A q)

disjonction \V : p,q — (pV q)

implication —: p,q +— (p — q)

équivalence <»: p,q — (p <> q)
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Remarques

@ Afin d'éviter de surcharger les écritures, on pourra omettre certaines
parentheses :
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Remarques

@ Afin d'éviter de surcharger les écritures, on pourra omettre certaines
parentheses :

o En utilisant I'associativité a droite de A,V :
Par exemple, (p V (¢ V1)) s'écrit plus simplement pV gV 7.
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Remarques
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Remarques

@ Afin d'éviter de surcharger les écritures, on pourra omettre certaines
parentheses :

o En utilisant I'associativité a droite de A,V :
Par exemple, (p V (¢ V1)) s'écrit plus simplement pV gV 7.
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Remarques

@ Afin d'éviter de surcharger les écritures, on pourra omettre certaines
parentheses :

o En utilisant I'associativité a droite de A,V :
Par exemple, (p V (¢ V1)) s'écrit plus simplement pV gV 7.

o En utilisant I'ordre de priorité suivant sur les connecteurs : =, A, V, —, <>
Par exemple ((—p) V (¢ A r)) s'écrit plus simplement —p V g A 7.

En cas de doute, on laissera les parenthéses afin de lever toute ambiguité.
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Remarques

@ Afin d'éviter de surcharger les écritures, on pourra omettre certaines
parentheses :

o En utilisant I'associativité a droite de A,V :
Par exemple, (p V (¢ V1)) s'écrit plus simplement pV gV 7.
o En utilisant I'ordre de priorité suivant sur les connecteurs : =, A, V, —, <>
Par exemple ((—p) V (¢ A r)) s'écrit plus simplement —p V g A 7.
En cas de doute, on laissera les parenthéses afin de lever toute ambiguité.

@ On a définit pour le moment simplement les propositions logiques valables
d'un point de vue syntaxique, sans leur donner de sens ou de valeur.
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1. Syntaxe des formules logiques

Remarques

@ Afin d'éviter de surcharger les écritures, on pourra omettre certaines
parentheses :

o En utilisant I'associativité a droite de A,V :
Par exemple, (p V (¢ V1)) s'écrit plus simplement pV gV 7.
o En utilisant I'ordre de priorité suivant sur les connecteurs : =, A, V, —, <>
Par exemple ((—p) V (¢ A r)) s'écrit plus simplement —p V g A 7.
En cas de doute, on laissera les parenthéses afin de lever toute ambiguité.

@ On a définit pour le moment simplement les propositions logiques valables
d'un point de vue syntaxique, sans leur donner de sens ou de valeur.

v
Exemples

@ (((=p) V (—q)) A ) est une formule logique qu’on pourra écrire plus
simplement (—p V —¢q) A 7.

@ Ap—pq ou encore (p A q) — (r ne sont pas des formules logiques.
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Remarques

@ Afin d'éviter de surcharger les écritures, on pourra omettre certaines
parentheses :

o En utilisant I'associativité a droite de A,V :
Par exemple, (p V (¢ V1)) s'écrit plus simplement pV gV 7.
o En utilisant I'ordre de priorité suivant sur les connecteurs : =, A, V, —, <>
Par exemple ((—p) V (¢ A r)) s'écrit plus simplement —p V g A 7.
En cas de doute, on laissera les parenthéses afin de lever toute ambiguité.

@ On a définit pour le moment simplement les propositions logiques valables
d'un point de vue syntaxique, sans leur donner de sens ou de valeur.

v
Exemples

@ (((=p) V (—q)) A ) est une formule logique qu’on pourra écrire plus
simplement (—p V —¢q) A 7.

@ Ap—pq ou encore (p A q) — (r ne sont pas des formules logiques.
e (p— q) A(g — p) et p +> ¢ sont deux formules logiques différentes.
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Arbre syntaxique

Les formules logiques admettent naturellement une représentation sous forme
d'arbre :

(Lycée Leconte de Lisle)

Année scolaire 2023-2024



Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Arbre syntaxique

Les formules logiques admettent naturellement une représentation sous forme
d'arbre :

@ les variables logiques et les constantes T et L sont les étiquettes des feuilles

(Lycée Leconte de Lisle)

Année scolaire 2023-2024



Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Arbre syntaxique

Les formules logiques admettent naturellement une représentation sous forme
d'arbre :

@ les variables logiques et les constantes T et L sont les étiquettes des feuilles

@ les noeuds internes ont pour étiquette les régles d’'inférence

(Lycée Leconte de Lisle)

Année scolaire 2023-2024



Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Arbre syntaxique

Les formules logiques admettent naturellement une représentation sous forme
d'arbre :

@ les variables logiques et les constantes T et L sont les étiquettes des feuilles

@ les noeuds internes ont pour étiquette les régles d’'inférence

Exemples

| \

La formule logique (p — ¢) V (=) admet la représentation :

4
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Arbre syntaxique

Les formules logiques admettent naturellement une représentation sous forme
d'arbre :

@ les variables logiques et les constantes T et L sont les étiquettes des feuilles

@ les noeuds internes ont pour étiquette les régles d’'inférence

.

Exemples

La formule logique (p — ¢) V (=) admet la représentation :

(Lycée Leconte de Lisle)

Année scolaire 2023-2024



Logique

1. Syntaxe des formules logiques

@ Quelle est la formule logique ayant pour représentation arborescente :
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

@ Quelle est la formule logique ayant pour représentation arborescente :

(p—=q@V(res)A(rVi(—g)
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

@ Quelle est la formule logique ayant pour représentation arborescente :

(P= gV (res)A(rV(g)
@ Dessiner |a représentation arborescente de =(T < (pV q)).
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Hauteur, taille et sous formule
Etant donnée une formule logique notée P,
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Hauteur, taille et sous formule
Etant donnée une formule logique notée P,

@ la hauteur de P est la hauteur de I'arbre syntaxique associé
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Hauteur, taille et sous formule
Etant donnée une formule logique notée P,
@ la hauteur de P est la hauteur de I'arbre syntaxique associé
@ la taille de P est le nombre de noeuds de I'arbre syntaxiqué associé
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Hauteur, taille et sous formule
Etant donnée une formule logique notée P,
@ la hauteur de P est la hauteur de I'arbre syntaxique associé
@ la taille de P est le nombre de noeuds de I'arbre syntaxiqué associé

@ Une sous formule de P est un sous-arbre de |'arbre syntaxique associé
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

mplémentation en OCaml

Le type somme de OCaml associé a la correspondance de motif permettent de
représenter et de travailler efficacement sur les formules logiques.
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Implémentation en OCaml

Le type somme de OCaml associé a la correspondance de motif permettent de
représenter et de travailler efficacement sur les formules logiques.

1| type fl =

| Top | Bot

| Var of int (*les wariables propositionnelles*)
| Non of f1

| Ou of f1l*fl
|

|

|

'S

Et of flxfl
Imp of fl1x*fl
Equ of f1xfl

® N o o«
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Implémentation en OCaml

Le type somme de OCaml associé a la correspondance de motif permettent de
représenter et de travailler efficacement sur les formules logiques.

1| type fl =

| Top | Bot

| Var of int (*les wariables propositionnelles*)
| Non of f1

| Ou of f1l*fl
|

|

|

'S

Et of flxfl
Imp of fl1x*fl
Equ of f1xfl

® N o o«

On a représenté ici une variable logique par un entier, on pourrait choisir un
caractére, ou un type option ’a.
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Implémentation en OCaml

Le type somme de OCaml associé a la correspondance de motif permettent de
représenter et de travailler efficacement sur les formules logiques.

1| type fl =

| Top | Bot

| Var of int (*les wariables propositionnelles*)
| Non of f1

| Ou of f1l*fl
|

|

|

'S

Et of flxfl
Imp of fl1x*fl
Equ of f1xfl

® N o o«

On a représenté ici une variable logique par un entier, on pourrait choisir un
caractére, ou un type option ’a.
La formule logique (p A =q) — 7 est alors est par :
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Implémentation en OCaml

Le type somme de OCaml associé a la correspondance de motif permettent de
représenter et de travailler efficacement sur les formules logiques.

1| type fl =

| Top | Bot

| Var of int (*les wariables propositionnelles*)
| Non of f1

| Ou of f1l*fl
|

|

|

'S

Et of flxfl
Imp of fl1x*fl
Equ of f1xfl

® N o o«

On a représenté ici une variable logique par un entier, on pourrait choisir un
caractére, ou un type option ’a.
La formule logique (p A =q) — 7 est alors est par :

type valuation = {

-
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Implémentation en OCaml

Le calcul de la taille s'obtient alors via un pattern matching :
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Logique

1. Syntaxe des formules logiques

Implémentation en OCaml

Le calcul de la taille s'obtient alors via un pattern matching :

1 mutable parite : bool (* la parité du nombre de 1*)

5| let ex = Imp (Et ((Var 1), (Non (Var 2))), (Var 3)) ;;

7| let rec taille fl =
8 match f1 with
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

On note B = {V, F'}, I'ensemble des valeurs de vérités Une valuation est une
attribution de I'une des deux valeurs de vérités a chaque variable propositionnelle.
Une valuation ¢ est une donc une application de V' de B.
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

On note B = {V, F'}, I'ensemble des valeurs de vérités Une valuation est une
attribution de I'une des deux valeurs de vérités a chaque variable propositionnelle.
Une valuation ¢ est une donc une application de V' de B.

Si I'ensemble des variables propositionnelle est V' = {p, g, r}, une valuation
possible est :

@: V=B, avec p(p) =V, o(q) = F et p(r) =F.
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

On note B = {V, F'}, I'ensemble des valeurs de vérités Une valuation est une
attribution de I'une des deux valeurs de vérités a chaque variable propositionnelle.
Une valuation ¢ est une donc une application de V' de B.

Si I'ensemble des variables propositionnelle est V' = {p, g, r}, une valuation
possible est :

w:V =B, avec p(p) =V, p(q) = F et o(r) = F.

Remarque

En nontant |V| =n, il y a 2™ valuations possibles.
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Fonction booléennes usuelles

On rappelle les fonction booléennes usuelles associées a chaque connecteur :

frn:B2—B fv:B2—B
z |y | falzy) z |y | fu(zy)
F|F|F F|F|F
F|V|F F|lV|V
V|F|F V|F|V
VI V]|V VI v v
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Valeur de vérité d'une formule

Pour une valuation ¢, on définit la valeur de vérité d'une formule P notée [P],
par :
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Valeur de vérité d'une formule

Pour une valuation ¢, on définit la valeur de vérité d'une formule P notée [P],
par :

o [T, =V
o [L],=F
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Valeur de vérité d'une formule

Pour une valuation ¢, on définit la valeur de vérité d'une formule P notée [P],

par :
o [Tly=V
o [L],=F

esivelV, v, =¢)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Valeur de vérité d'une formule

Pour une valuation ¢, on définit la valeur de vérité d'une formule P notée [P],
par :

o [T, =V

o [L],=F
esivelV, v, =¢)
o [-Ql, = f~([Ql)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Valeur de vérité d'une formule

Pour une valuation ¢, on définit la valeur de vérité d'une formule P notée [P],
par :

o [Tly=V

o [L]ly=F

esivelV, v, =¢)

o [-Qly = f~([Q)

o [(QAR), = fA([Qle, [R])
o [(QV Ry = fv([Q]y, [R]y)
° [(Q@— Ry = f~([Qy, [R]y)
° [(Q <+ Ry = fo([Qly, [Rly)




Logique

2. Sémantique des formules logiques

Sur V = {p,q,r}, on considére la valuation ¢ : V — B, telle que p(p) =V,
©(q) = F et p(r) = F on peut alors déterminer la valeur de vérité de la formule
logique P = (p — ¢) A (—p V 1) associée a cette valuation :
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Exemple

Sur V = {p,q,r}, on considére la valuation ¢ : V — B, telle que p(p) =V,
©(q) = F et p(r) = F on peut alors déterminer la valeur de vérité de la formule
logique P = (p — ¢) A (—p V 1) associée a cette valuation :

[Pl = fa(lp = dle, [-p V rly)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Exemple

Sur V = {p,q,r}, on considére la valuation ¢ : V — B, telle que ¢(p) =V,
¢(q) = F et ¢(r) = F on peut alors déterminer la valeur de vérité de la formule
logique P = (p — ¢) A (—p V 1) associée a cette valuation :

[Ple = fallp = ale, [-p vV r],)

[[Pﬂsa = f/\(f—>([[pﬂ907 [[‘Iﬂsa))?f\/([[ﬁpﬂsw [[Tﬂs(:)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Exemple

Sur V = {p,q,r}, on considére la valuation ¢ : V — B, telle que ¢(p) =V,
¢(q) = F et ¢(r) = F on peut alors déterminer la valeur de vérité de la formule
logique P = (p — ¢) A (—p V 1) associée a cette valuation :

[Ple = fallp = ale, [-p vV r],)

[[Pﬂsa = f/\(f—>([[pﬂ907 [[‘Iﬂsa))?f\/([[ﬁpﬂsw [[Tﬂsa)

[Pl = FA(f= (V. F), fu(F, F))

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)

Année scolaire 2023-2024



Logique

2. Sémantique des formules logiques

Exemple

Sur V = {p,q,r}, on considére la valuation ¢ : V — B, telle que p(p) =V,
p(q) = F et p(r) = F on peut alors déterminer la valeur de vérité de la formule
logique P = (p — ¢) A (—p V 1) associée a cette valuation :

[Pl, = fA([[P = qle, [7p vV rle)

[Ple = fa(f=([ple; [dle)), fo([=ple, [r]e)

[Ple = fAlf=(V, F), fu(F, F))

[Pl, = fA(F, F)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Sur V = {p,q,r}, on considére la valuation ¢ : V — B, telle que p(p) =V,
©(q) = F et p(r) = F on peut alors déterminer la valeur de vérité de la formule
logique P = (p — ¢) A (—p V 1) associée a cette valuation :

[P, = fA(HP_)QH%[[_‘p\/Tﬂsa)

[P, = fa(f=([Ple; [dle)), fu([=Ple, [r]e)
[Ple = fa(f=(V, F), fu(F, F))

[Pl = fA(F, F)

[Pl, =F
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Sur V = {p,q,r}, on considére la valuation ¢ : V — B, telle que p(p) =V,
©(q) = F et p(r) = F on peut alors déterminer la valeur de vérité de la formule
logique P = (p — ¢) A (—p V 1) associée a cette valuation :

[P, = fA(HP_)QH%[[_‘p\/Tﬂsa)

[P, = fa(f=([Ple; [dle)), fu([=Ple, [r]e)
[Ple = fa(f=(V, F), fu(F, F))

[Pl = fA(F, F)

[Pl, =F

@ Donner la valeur de vérité de cette proposition pour la valuation ¢’ définie
par: ¢'(p) = F,¢'(q) = F,¢'(r) = F
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Sur V = {p,q,r}, on considére la valuation ¢ : V — B, telle que p(p) =V,
©(q) = F et p(r) = F on peut alors déterminer la valeur de vérité de la formule
logique P = (p — ¢) A (—p V 1) associée a cette valuation :

[P, = fA(HP_)QH%[[_‘p\/Tﬂsa)

[P, = fa(f=([Ple; [dle)), fu([=Ple, [r]e)
[Ple = fa(f=(V, F), fu(F, F))

[Pl = fA(F, F)

[Pl, =F

@ Donner la valeur de vérité de cette proposition pour la valuation ¢’ définie
par: ¢'(p) = F,¢'(q) = F,¢'(r) = F

o Déterminer la valeur de vérité de ((p — q) V (1 <> s)) A (r V (—q)) pour la
valuation ¢.
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tautologie, antilogie, satisfiabilité

@ Une formule est une tautologie si sa valeur de vérité est V' pour toute
valuation. C'est a dire que P est une tautologie ssi pour tout ¢ € BY,
[Pl =V.
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tautologie, antilogie, satisfiabilité

@ Une formule est une tautologie si sa valeur de vérité est V' pour toute
valuation. C'est a dire que P est une tautologie ssi pour tout ¢ € BY,
[Pl, =V.

@ Une formule est une antilogie si sa valeur de vérité est F' pour toute valuation.
C'est a dire que P est une antilogie ssi pour tout ¢ € B, [P], = F.
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C Logique
giq

2. Sémantique des formules logiques

Tautologie, antilogie, satisfiabilité

@ Une formule est une tautologie si sa valeur de vérité est V' pour toute
valuation. C'est a dire que P est une tautologie ssi pour tout ¢ € BY,
[Pl, =V.

@ Une formule est une antilogie si sa valeur de vérité est F' pour toute valuation.
C'est a dire que P est une antilogie ssi pour tout ¢ € B, [P], = F.

@ Une formule est satisfiable s'il existe une valuation pour laquelle sa valeur de
vérité est V. C'est a dire que P est satisfiable ssi il existe ¢ € BY tel que
[Pl =V.

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle) Année scolaire 2023-2024



C Logique
giq

2. Sémantique des formules logiques

Tautologie, antilogie, satisfiabilité

@ Une formule est une tautologie si sa valeur de vérité est V' pour toute
valuation. C'est a dire que P est une tautologie ssi pour tout ¢ € BY,
[Pl =V.

@ Une formule est une antilogie si sa valeur de vérité est F' pour toute valuation.
C'est a dire que P est une antilogie ssi pour tout ¢ € B, [P], = F.

@ Une formule est satisfiable s'il existe une valuation pour laquelle sa valeur de
vérité est V. C'est a dire que P est satisfiable ssi il existe ¢ € BY tel que
[[Pﬂsa =V.

v
Remarques

@ P est une tautologie ssi =P n'est pas satisfiable.

A,
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C Logique
giq

2. Sémantique des formules logiques

Tautologie, antilogie, satisfiabilité

@ Une formule est une tautologie si sa valeur de vérité est V' pour toute
valuation. C'est a dire que P est une tautologie ssi pour tout ¢ € BY,
[Pl =V.

@ Une formule est une antilogie si sa valeur de vérité est F' pour toute valuation.
C'est a dire que P est une antilogie ssi pour tout ¢ € B, [P], = F.

@ Une formule est satisfiable s'il existe une valuation pour laquelle sa valeur de
vérité est V. C'est a dire que P est satisfiable ssi il existe ¢ € BY tel que
[[Pﬂsa =V.

v
Remarques

@ P est une tautologie ssi =P n'est pas satisfiable.

@ P est satisfiable ssi =P n'est pas une tautologie.

A,
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tables de vérité

La table de vérité d'une formule logique P contenant n variables logiques consiste
a présenter sous forme de tableau la valeur de vérité de ces formules pour chacune
des 2™ valuations possibles.

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tables de vérité

La table de vérité d'une formule logique P contenant n variables logiques consiste
a présenter sous forme de tableau la valeur de vérité de ces formules pour chacune
des 2™ valuations possibles.

Exemple

@ Dresser la table de vérité de P = (p — q) <> (—p V q)

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tables de vérité

La table de vérité d'une formule logique P contenant n variables logiques consiste
a présenter sous forme de tableau la valeur de vérité de ces formules pour chacune
des 2™ valuations possibles.

Exemple

@ Dresser la table de vérité de P = (p — q) <> (—p V q)

@ Que peut-on en déduire?

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tables de vérité

La table de vérité d'une formule logique P contenant n variables logiques consiste
a présenter sous forme de tableau la valeur de vérité de ces formules pour chacune
des 2™ valuations possibles.

Exemple

@ Dresser la table de vérité de P = (p — q) <> (—p V q)
plalp—oaq|-pvq|P

F | F
F |V
VIF
ViV

@ Que peut-on en déduire?

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tables de vérité

La table de vérité d'une formule logique P contenant n variables logiques consiste
a présenter sous forme de tableau la valeur de vérité de ces formules pour chacune
des 2™ valuations possibles.

Exemple

@ Dresser la table de vérité de P = (p — q) <> (—p V q)
plalp—oaq|-pvq|P

F | F Vv
F |V Vv
VIF F
ViV V

@ Que peut-on en déduire?

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle) Année scolaire 2023-2024



Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tables de vérité

La table de vérité d'une formule logique P contenant n variables logiques consiste
a présenter sous forme de tableau la valeur de vérité de ces formules pour chacune
des 2™ valuations possibles.

Exemple

@ Dresser la table de vérité de P = (p — q) <> (—p V q)
plalp—oaq|-pvq|P

F | F Vv |4
F |V Vv |4
VIF F F
ViV V V

@ Que peut-on en déduire?

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle) Année scolaire 2023-2024



Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tables de vérité

La table de vérité d'une formule logique P contenant n variables logiques consiste
a présenter sous forme de tableau la valeur de vérité de ces formules pour chacune
des 2™ valuations possibles.

Exemple

@ Dresser la table de vérité de P = (p — q) <> (—p V q)
pla|p—=aq|-pVve|P
F | F \% V \%
F |V \% V \%
V| F F F \%
VIV \% \% \%4
@ Que peut-on en déduire?

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle) Année scolaire 2023-2024



Logique

2. Sémantique des formules logiques

Tables de vérité

La table de vérité d'une formule logique P contenant n variables logiques consiste
a présenter sous forme de tableau la valeur de vérité de ces formules pour chacune
des 2™ valuations possibles.

Exemple

@ Dresser la table de vérité de P = (p — q) <> (—p V q)
pla|p—=aq|-pVve|P
F | F 1% 1% 1%
F |V 1% 1% 1%
V|F F F 1%
ViV v \% 1%
@ Que peut-on en déduire? P est une tautologie.
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Equivalence logique

On dit que deux formules logiques P et () sont logiquement équivalentes si pour
toute valuation ¢, [P], = [Q],. On notera alors P = Q.

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Equivalence logique
On dit que deux formules logiques P et () sont logiquement équivalentes si pour

toute valuation ¢, [P], = [Q],. On notera alors P = Q.
Cela traduit I'égalité sémantique de P et @, et permet de simplifier les formules.

Année scolaire 2023-2024
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Equivalence logique

On dit que deux formules logiques P et () sont logiquement équivalentes si pour
toute valuation ¢, [P], = [Q],. On notera alors P = Q.
Cela traduit I'égalité sémantique de P et @, et permet de simplifier les formules.
A ne pas confondre avec <+ qui est un connecteur logique.

v

Quelques équivalences a connaitre

(] —|(—\P) =P

A,

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)

Année scolaire 2023-2024



Logique

2. Sémantique des formules logiques

Equivalence logique

On dit que deux formules logiques P et () sont logiquement équivalentes si pour
toute valuation ¢, [P], = [Q],. On notera alors P = Q.
Cela traduit I'égalité sémantique de P et @, et permet de simplifier les formules.
A ne pas confondre avec <+ qui est un connecteur logique.

Quelques équivalences a connaitre
e PV(QAR)=(PVQ)AN(PVR)

| \

A,

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)

Année scolaire 2023-2024



Logique

2. Sémantique des formules logiques

Equivalence logique

On dit que deux formules logiques P et () sont logiquement équivalentes si pour
toute valuation ¢, [P], = [Q],. On notera alors P = Q.
Cela traduit I'égalité sémantique de P et @, et permet de simplifier les formules.
A ne pas confondre avec <+ qui est un connecteur logique.

Quelques équivalences a connaitre
e ~(=P)=P
e PV(QAR)=(PVQ)AN(PVR)
e PAN(QVR)=(PVQ)AN(PVR)

| \

A,

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Equivalence logique

On dit que deux formules logiques P et () sont logiquement équivalentes si pour
toute valuation ¢, [P], = [Q],. On notera alors P = Q.
Cela traduit I'égalité sémantique de P et @, et permet de simplifier les formules.
A ne pas confondre avec <+ qui est un connecteur logique.

| \

Quelques équivalences a connaitre
-(-P)=P
PV(QAR)=(PVQ)A(PVR)
PA(QVR)=(PVQ)A(PVR)

—(PV Q) =-PA-Q (loi de De Morgan)

A,
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Equivalence logique

On dit que deux formules logiques P et () sont logiquement équivalentes si pour
toute valuation ¢, [P], = [Q],. On notera alors P = Q.
Cela traduit I'égalité sémantique de P et @, et permet de simplifier les formules.
A ne pas confondre avec <+ qui est un connecteur logique

Quelques équivalences a connaitre
-(-P)=P
PV(QAR)=(PVQ)A(PVR)
PA(QVR)=(PVQ)A(PVR)

—(PV Q) =-PA-Q (loi de De Morgan)
—(PAQ)=-PV-Q (loi de De Morgan)

N
’
| A\

A,
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Equivalence logique

On dit que deux formules logiques P et () sont logiquement équivalentes si pour
toute valuation ¢, [P], = [Q],. On notera alors P = Q.
Cela traduit I'égalité sémantique de P et @, et permet de simplifier les formules.
A ne pas confondre avec <+ qui est un connecteur logique

Quelques équivalences a connaitre
-(-P)=P
PV(QAR)=(PVQ)AN(PVR)
PA(QVR)=(PVQ)AN(PVR)
(
(

N
’
| A\

—(PV Q) =-PA-Q (loi de De Morgan)
—(PAQ)=-PV-Q (loi de De Morgan)
P — Q =-PV Q

A,

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle) Année scolaire 2023-2024



Logique

2. Sémantique des formules logiques

Montrer que :
@ PV —P =T (tiers exclu)
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Montrer que :
@ PV —P =T (tiers exclu)
e P — @ =—-Q — —P (contraposition)

(Lycée Leconte de Lisle) Année scolaire 2023-2024



Logique

2. Sémantique des formules logiques

Montrer que :
@ PV —P =T (tiers exclu)
e P — @ =—-Q — —P (contraposition)

Conséquence logique

On dit que qu’une formule @ est conséquence logique d'un ensemble de formules
I'={P,...P,} si pour toute valuation ¢, qui rend vraies les formules (P;)1<i<n
rend aussi vraie Q. On notera alors T' E Q.

Année scolaire 2023-2024
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Montrer que :
@ PV —P =T (tiers exclu)
e P — @ =—-Q — —P (contraposition)

Conséquence logique

On dit que qu’une formule @ est conséquence logique d'un ensemble de formules
I'={P,...P,} si pour toute valuation ¢, qui rend vraies les formules (P;)1<i<n
rend aussi vraie Q. On notera alors T' E Q.

A ne pas confondre avec — qui est un connecteur logique.
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Montrer que :
@ PV —P =T (tiers exclu)
e P — @ =—Q — —P (contraposition)

Conséquence logique

On dit que qu’une formule @ est conséquence logique d'un ensemble de formules
I'={P,...P,} si pour toute valuation ¢, qui rend vraies les formules (P;)1<i<n
rend aussi vraie Q. On notera alors T' E Q.

A ne pas confondre avec — qui est un connecteur logique.

v
Remarques

@ Une formule P est est une tautologie ssi @ F P, on notera simplement, F P.

.
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Logique

2. Sémantique des formules logiques

Montrer que :
@ PV —P =T (tiers exclu)
e P — @ =—Q — —P (contraposition)

Conséquence logique

On dit que qu’une formule @ est conséquence logique d'un ensemble de formules
I'={P,...P,} si pour toute valuation ¢, qui rend vraies les formules (P;)1<i<n
rend aussi vraie Q. On notera alors T' E Q.

A ne pas confondre avec — qui est un connecteur logique.

Remarques
@ Une formule P est est une tautologie ssi @ F P, on notera simplement, F P.
e P=QssiPEQetQF P.

| \

.
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Logique

3. Formes normales

Définitio
@ Un littéral est une formule qui est soit une variable propositionnelle p, soit sa
négation —p.
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Logique

3. Formes normales

Définitions
@ Un littéral est une formule qui est soit une variable propositionnelle p, soit sa
négation —p.

@ Une forme normale conjonctive est une formule qui est une conjonction de
disjonctions de littéraux.

(p1,1 Vpio.. '\/pl,k1>/\(p2,1 Vp2o... \/p27k2) A.. ./\(pm)l VPm,2 - - .\/pchm)

une clause
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Logique

3. Formes normales

Définitions
@ Un littéral est une formule qui est soit une variable propositionnelle p, soit sa
négation —p.

@ Une forme normale conjonctive est une formule qui est une conjonction de
disjonctions de littéraux.
(P11Vpr2. - VP1Lk )AP21 VP22V P2ky) Ao APm,1VDm2 - -V Dm k)

une clause
@ Une forme normale disjonctive est une formule qui est une disjonction de
conjonctions de littéraux.
(P11APL2 - APLE)V (P21 AD2,2 - - AD2,ky) VoV (P APm2 - - - APk,

v
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Logique

3. Formes normales

@ Un littéral est une formule qui est soit une variable propositionnelle p, soit sa
négation —p.
@ Une forme normale conjonctive est une formule qui est une conjonction de

disjonctions de littéraux.
(P1,1VP12- - VP1LE ) AD21 VD22 VD2 ky) Ao o APmaVDm2 - -V DPmk)

une clause
@ Une forme normale disjonctive est une formule qui est une disjonction de
conjonctions de littéraux.
(P1aADPL2 - AD1LE )V (P21 AD22 - AD2ky) VoV (P 1 ADPm2 - - - APk, )

v

(pAgA—T)V(=pA7r)V(pA—gA-r) est une FND.
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Logique

3. Formes normales

@ Pour tout formule logique P, il existe une FNC @) et une FND R telles que
P=Q=R.
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Logique

3. Formes normales

@ Pour tout formule logique P, il existe une FNC @) et une FND R telles que
P=Q=R.
@ On dispose d'un algorithme pour calculer une forme normale :
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Logique

3. Formes normales

@ Pour tout formule logique P, il existe une FNC @) et une FND R telles que
P=Q=R.
@ On dispose d'un algorithme pour calculer une forme normale :
@ supprimer les | et les T
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Logique

3. Formes normales

@ Pour tout formule logique P, il existe une FNC @) et une FND R telles que
P=Q=R.
@ On dispose d'un algorithme pour calculer une forme normale :
@ supprimer les | et les T

@ Remplacer — et > par des formules sémantiquement égales n'utilisant pas ces
connecteurs : p > g=-pVgetp+q=(pAq)V(-pA—q).
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Logique

3. Formes normales

@ Pour tout formule logique P, il existe une FNC @) et une FND R telles que
P=Q=R.
@ On dispose d'un algorithme pour calculer une forme normale :
@ supprimer les | et les T
@ Remplacer — et > par des formules sémantiquement égales n'utilisant pas ces
connecteurs : p > g=-pVgetp+q=(pAq)V(-pA—q).
@ Utiliser les lois de De Morgan afin de faire descendre les — au niveau des
feuilles de I'arbre syntaxique

(Lycée Leconte de Lisle)
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Logique

3. Formes normales

Propositions

@ Pour tout formule logique P, il existe une FNC @) et une FND R telles que
P=Q=R.
@ On dispose d'un algorithme pour calculer une forme normale :
@ supprimer les | et les T
@ Remplacer — et > par des formules sémantiquement égales n'utilisant pas ces
connecteurs : p > g=-pVgetp+q=(pAq)V(-pA—q).
@ Utiliser les lois de De Morgan afin de faire descendre les — au niveau des
feuilles de I'arbre syntaxique

@ Appliquer les propriétés d'associativité et de distributivité des connecteurs A et
V.
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Logique

3. Formes normales

Propositions

@ Pour tout formule logique P, il existe une FNC @) et une FND R telles que
P=Q=R.
@ On dispose d'un algorithme pour calculer une forme normale :

@ supprimer les | et les T

@ Remplacer — et > par des formules sémantiquement égales n'utilisant pas ces
connecteurs : p > g=-pVgetp+q=(pAq)V(-pA—q).

@ Utiliser les lois de De Morgan afin de faire descendre les — au niveau des
feuilles de I'arbre syntaxique

@ Appliquer les propriétés d'associativité et de distributivité des connecteurs A et
V.

@ simplifier les doublons éventuelles (VA v =L etvV-w=T)
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Logique

3. Formes normales

Propositions

@ Pour tout formule logique P, il existe une FNC @) et une FND R telles que
P=Q=R.
@ On dispose d'un algorithme pour calculer une forme normale :

@ supprimer les | et les T

@ Remplacer — et > par des formules sémantiquement égales n'utilisant pas ces
connecteurs : p > g=-pVgetp+q=(pAq)V(-pA—q).

@ Utiliser les lois de De Morgan afin de faire descendre les — au niveau des
feuilles de I'arbre syntaxique

@ Appliquer les propriétés d'associativité et de distributivité des connecteurs A et
V.

@ simplifier les doublons éventuelles (VA v =L etvV-w=T)

@ Une autre méthode consiste a utiliser la table de vérité.
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Logique

3. Formes normales

Mise sous forme normale de P = (p — q) > -

@ Méthode 1 : utilisation de I'algorithme

~

T = — = vyt
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Logique

3. Formes normales

Exemple

Mise sous forme normale de P = (p — q) > -
@ Méthode 1 : utilisation de I'algorithme
P=((p—q)A-r)V (=(p = q) A ——r) (équivalence sémantique de <)

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)



Logique

3. Formes normales

Mise sous forme normale de P = (p — q) > -

@ Méthode 1 : utilisation de I'algorithme
P=((p—q)A-r)V (=(p = q) A ——r) (équivalence sémantique de <)
P=((-pVq)A-r)V(=(-pVq) Ar) (équivalence sémantique de —)
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Logique

3. Formes normales

Mise sous forme normale de P = (p — q) > -

@ Méthode 1 : utilisation de I'algorithme
P=((p—q)A-r)V (=(p— q) A=) (équivalence sémantique de <)
P=((-pVq)A-r)V(=(-pVq) Ar) (équivalence sémantique de —)
P=((—pVqg)A-r)V((pA—-qg)Ar) (lois de DeMorgan)
P=(=pA-r)V(gA-T)V (pA~-gAr) (distributivité et associativité)
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Logique

3. Formes normales

Mise sous forme normale de P = (p — q) > -

@ Méthode 1 : utilisation de I'algorithme
P=((p—q)A-r)V (=(p— q) A=) (équivalence sémantique de <)
P=((-pVq)A-r)V(=(-pVq) Ar) (équivalence sémantique de —)
P=((—pVqg)A-r)V((pA—-qg)Ar) (lois de DeMorgan)
P=(=pA-r)V(gA-T)V (pA~-gAr) (distributivité et associativité)

@ Méthode 2 : utilisation de la table de vérité

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle)



Logique

3. Formes normales
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VIiv |V \% F | F
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Logique

4. Probléme sAT — Algorithme de Quine

Définitio
@ Un probleme de décision sur un ensemble F/, est une question sur les

éléments de E a laquelle on répond par oui ou non.
Par exemple sur N, savoir si un entier n est premier ou non est un probleme

de décision.

Année scolaire 2023-2024
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@ Un probleme de décision sur un ensemble F/, est une question sur les
éléments de E a laquelle on répond par oui ou non.

Par exemple sur N, savoir si un entier n est premier ou non est un probleme
de décision.
@ La théorie de la calculabilité étudie |'existence ou non d'un algorithme

capable de répondre a un probléme de décision.
Par exemple le probléme de |'arréte est indécidable
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4. Probléme sAT — Algorithme de Quine

Définitio
@ Un probleme de décision sur un ensemble F/, est une question sur les
éléments de E a laquelle on répond par oui ou non.

Par exemple sur N, savoir si un entier n est premier ou non est un probleme
de décision.

@ La théorie de la calculabilité étudie |'existence ou non d'un algorithme
capable de répondre a un probléme de décision.
Par exemple le probléme de |'arréte est indécidable

@ La théorie de la complexité s'intéresse a la complexité des algorithmes
lorsqu’un probléme de décision est décidable.
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Logique

4. Probléme sAT — Algorithme de Quine

Probleme SAT

Le probléme SAT (pour satisfiabilité) est le probléme de savoir si une formule
logique P définie sur un ensemble de variable logique V' = {p1,...p,} est
satisfiable ou non.
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Logique

4. Probléme sAT — Algorithme de Quine

Algorithme de Quine

Pour tester la satisfiabilité d'une formule logique, on peut construire sa table de
vérité ou utiliser I'algorithme de Quine. Soit P une formule contenant les variables
logiques p1, ... py.
@ On fixe p(p1) = F et on teste récursivement la satisfiabilité de P dans
laquelle toutes les occurences de p; sont remplacées par L (notée P[L/p1]).
@ En cas d'échec, on fixe ¢(p1) = V et on teste récursivement la satisfiabilité
de P[T /p1].

@ En cas d’'échec la formule n'est pas satisfiable.
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4. Probléme sAT — Algorithme de Quine

Dérouler I'algorithme de Quine sur P =(p Vg)A(—gV 1) A(—pVr)A(pVT)
@ On affecte la valeur F' a p et on teste la satisfiabilité de :
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4. Probléme sAT — Algorithme de Quine

Dérouler I'algorithme de Quine sur P =(p Vg)A(—gV 1) A(—pVr)A(pVT)

@ On affecte la valeur F' a p et on teste la satisfiabilité de :
PlL/pl=(LVg) A(=gV-r)A(=LVr)A(LVT)
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4. Probléme sAT — Algorithme de Quine
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4. Probléme sAT — Algorithme de Quine

Dérouler I'algorithme de Quine sur P =(p Vg)A(—gV 1) A(—pVr)A(pVT)
@ On affecte la valeur F' a p et on teste la satisfiabilité de :
PlL/pl=(LVg) A(=gV-r)A(=LVr)A(LVT)
=gAN(-gV-r)ANTAT
=qA(—gV-r)Ar
o On affecte la valeur F' a g et on teste la satisfiabilité de :
L A (=L V=r) Ar qui est non satisfiable

F. NATIVEL (Lycée Leconte de Lisle) Année scolaire 2023-2024



C Logique
giq

4. Probléme sAT — Algorithme de Quine

Dérouler I'algorithme de Quine sur P = (p Vq) A (=gV —r)A(=pVr)A(pVr)
@ On affecte la valeur F' a p et on teste la satisfiabilité de :
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o On affecte la valeur F' a g et on teste la satisfiabilité de :
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e On affecte la valeur V' a ¢ et on teste la satisfiabilité de :
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T A (=T V-r)Ar =-r Ar donc non satisfiable.

@ On affecte la valeur V' a p et on teste la satisfiabilité de :
P[T/p]=(TVag) A(=gV-r)AE=TVr)A(TVr)
P[T/p]=(—qV —r)Ar

o On affecte la valeur F' a g et on teste la satisfiabilité de :
(=L V =r) Ar = r qui est satisfiable.
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4. Probléme sAT — Algorithme de Quine

Dérouler I'algorithme de Quine sur P =(p Vg)A(—gV 1) A(—pVr)A(pVT)

@ On affecte la valeur F' a p et on teste la satisfiabilité de :
PlL/pl=(LVg)A(=qV-r)A(=LVr)A(LVT)
=gAN(-gV-r)ANTAT
=qA(—gV-r)Ar
o On affecte la valeur F' a g et on teste la satisfiabilité de :
L A (=L V-=r)Ar quiest non satisfiable
e On affecte la valeur V' a ¢ et on teste la satisfiabilité de :
T A (=T V-r)Ar =-r Ar donc non satisfiable.

@ On affecte la valeur V' a p et on teste la satisfiabilité de :
P[T/p]=(TVag) A(=gV-r)AE=TVr)A(TVr)
P[T/p]=(—qV —r)Ar
o On affecte la valeur F' a g et on teste la satisfiabilité de :
(=L V =r) Ar = r qui est satisfiable.
On dispose a la fin d'un valuation ¢ telle que [P]l, =V : ¢(p) =V, p(q) = F et
p(r) =V.
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